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1. Demostracion de Roger

Para empezar la demostracion, vamos a demostrar que €/ forman una base del espacio de Minkowski,
esto quiere decir que cualquier vector del espacio de Minkowski se puede expresar como una combinacién
lineal de los vectores ef), €Y, €5, €5. Esto lo podemos demostrar facilmente usando técnicas bésicas de
Algebra lineal. Debido a que el espacio de Minkowski es un espacio vectorial de dimensién 4, sabemos que
cualquier conjunto de 4 vectores linealmente independientes formaran una base. Vemos que la condicién
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57“”65}! = Er,uel; = Grs (1)
implica que necesariamente los vectores ¢, son linealmente independientes. En efecto consideremos la
ecuaciéon

a"et = a%el + a'el +a*el +adeh =0

Multiplicando escalarmente por £, obtenemos
% b T — _
a'eg ey =a Grs =as =0

Debido a que la métrica es invertible, encontramos los coeficientes a” = g"°a; = 0. Por lo que obtenemos
la proposicién
a"eh =0<=a" =0

Que demuestra que los vectores ¢ son linealmente independientes y, por lo tanto, una base del espacio.
Notemos ahora que podemos interpretar cualquier tensor de rango 2 (es decir, tensores con dos indices)
como transformaciones que cogen un vector de nuestro espacio y devuelve otro vector. Dicho de otra forma,
dado un tensor general con coordenadas 7", podemos definir una transformacién que coge el vector v,
y devuelve el vector definido como
(Tv)* =T v,

Notemos que dos tensores son iguales si y solo si para cualquier vector v,, devuelven exactamente el mismo
vector (Tv)*.

Finalmente, solo debemos notar que, dado que cualquier vector se puede escribir como una combinacién
lineal de los vectores ¢, y los tensores definen transformaciones lineales, basta con que dos tensores
transformen todos los vectores de la base de la misma forma para que esos tensores sean iguales.

Ahora ya tenemos todos los ingredientes para nuestra demostracién, vamos a ver qué vectores obte-
nemos al transformar la base usando el tensor

/e %4
E 57"67“57"
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Transformando los vectores de la base, £g,,:

(Z £TE¢E:V> Esy = Z&"Eﬁ (E:V‘Ssu) = Zéré—ﬁgrs = 5885988
r r r



Donde la tltima igualdad es consecuencia de que g.; = 0 si r # s. Finalmente notemos que goo = 1 y
gss = —1 para s # 0. De forma similar {, = 1y & = —1 para s # 0. Por lo que el producto &nss = 1
para todo s. En resumen,

<Z §T€¢L5:V> Esv = 5355988 = 8.1; (2)
T

Finalmente, el tensor g"” transforma los vectores de la siguiente formas:
glwgsu = 5? (3)

Por lo que los tensores g"” y y " &retter” transforman los vectores €5, a €. Y en consecuencia, tienen
que ser iguales.

N Geter = gt (4)

2. Demostraciéon de Javier generalizada

Vamos ahora a resumir la demostracién de Javier, generalizindola a polarizaciones complejas.
Ya sabemos que la relacién se cumple escogiéndose la base

€) =

OOVOH
OiHO
O = O O
— o O O

Ahora, vamos a escoger otra base, e = A*,e/. Debido a que queremos imponer que
rs = er' gl = (M) g (N 5€0) = €A™ g A el = € gaped => N 09”5 = gap

En forma matricial obtenemos la relacion
Afgh =g (6)

El conjunto de matrices que cumplen la ecuacion anterior forma un grupo; vamos a ver que si Ay y Ao
forman parte del grupo entonces A;As también:

(A1A2)Tg(A1A2) = AEAJ{!]AlAQ = A;!]Az =g
Ademés, si A forma parte del grupo, también A~!:
ATgh =g = g=(AN)""g(A) " = (A H)g(A™") =4
Las otras propiedades de un grupo son faciles de comprobar. Ademas, g es un elemento del grupo, ya que

P?=1lygl=yg

glgg=g" =g

Por lo tanto, si A forma parte del grupo, entonces A también, ya que
Afgh =g = AT =gA1yg (7)

Debido a que A~! y g son elementos del grupo y que el producto de elementos también, nos da otro
elemento.
Ahora podemos definir los vectores

no__ T\ v A*V U _xT
ult = (AN e = A e =€)

Debido a que AT forma parte del grupo definido arriba, los vectores u cumplen la propiedad

Ut gy = grs = €,90E," = rs (8)



Notemos ahora que g, = &,.0,.,, por lo que escribiendo la suma de forma explicita
o 2 : r *S § r_*S8
grs - €,u.€p,5ul/€u - 5,&1«5#5#
v Iz

Cambiando los nombres de los indices:

2 : n_*xv __ 772
67"67"67“ - g/LV - g
r




